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Aplicacion del teorema del
umbral estocastico de Whittle
a un brote de varicela

Application of Whittle’s stochastic
threshold theorem to a chickenpox
outbreak

RESUMEN

OBJETIVO: Estimar el ritmo reproductivo basico en un brote de varicela, aplicar el
teorema umbral estocastico para estimar la probabilidad de la ocurrencia del brote e
identificar medidas preventivas.

METODOS: El estudio fue realizado en una guarderia de 16 nifios, con 13
susceptibles, un infectado inicial y dos nifios inmunes por antecedente de enfermedad.
Se partid de un modelo estocastico: susceptible — infectado — removido. Se estimé el
ritmo de reproduccion basico de la enfermedad R, usando un método de maxima
verosimilitud basado en el conocimiento de la distribucién de probabilidades para el
tamafio total de la epidemiay haciendo una aproximacién de epidemia casi-completa.
Con el R, obtenido se aplico el teorema de umbral estocastico para obtener algunas
medidas preventivas que podrian impedir la irrupcion del brote de varicela.

RESULTADOS: Cada infectado inicial produjo tres casos nuevos de infeccion,
requiriendo para impedir el brote, una cobertura minima de vacunacion del 62%, o
disminuir en 62% el contacto entre miembros del grupo o aumentar en 170% la
remocion de infectados.

CONCLUSIONES: El teorema del umbral estocastico permite identificar medidas
que se podrian implementar para prevenir y controlar brotes de varicela. Aunque la
distribucion del tamario de la epidemia en forma bimodal con similar probabilidad de
ocurrencia de brotes grandes y pequefios, sefiala la incertidumbre del proceso epidémico
en grupos pequefios, requiriéndose un estrecho seguimiento de los brotes en tales
grupos.

DESCRIPTORES: Varicela. Brotes de enfermedades. Modelos matematicos.
Procesos estocasticos. Métodos epidemioldgicos.

ABSTRACT

OBJECTIVE: To estimate the basic reproductive rate of a chickenpox outbreak, to
apply the stochastic threshold theorem to estimate the probability of an outbreak
occurrence and to identify preventive measures.

METHODS: The study was carried out in a daycare center comprising 16 children,
13 susceptible, one infected and two children with acquired immunity by previous
disease. A stochastic susceptible — infected — removed model was applied. The basic
reproductive rate (R;) was estimated using the maximum likelihood method based on
probability distribution for the total size of the epidemic and making an approach of
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almost complete epidemic. Based on R, the theorem was applied to establish some
preventive measures for preventing a chickenpox outbreak.

RESULTS: Each initially infected subject produced three new cases of infection
requiring minimum vaccination coverage of 62% to prevent the outbreak or to reduce
in 62% the contact among members of the group or to increase in 170% removal of
infected subjects.

CONCLUSIONS: The stochastic threshold theorem allows to identifying measures
that could be implemented to prevent and control chickenpox outbreaks. Although the
distribution of the epidemic size showed similar probability of occurrence of large and
small outbreaks in a typical bimodal pattern, it illustrates the uncertainty of epidemic

process in small groups, requiring close detection of outbreaks in such groups.

KEYWORDS: Chickenpox. Disease outbreaks. Mathematical models.
Stochastic processes. Epidemiologic methods.

INTRODUCCION

El teorema umbral ha sido una de las mas importan-
tes contribuciones de la epidemiologia tedrica,
desarrollado desde los trabajos pioneros en versién
determinista por Kermack & McKendrick? (1927) y
en version estocéstica por Whittle (in Bailey,* 1955).

De acuerdo al teorema umbral determinista, “la
introduccion de un caso altamente infeccioso en una
comunidad de susceptibles podria no dar origen a un
brote o una epidemia, si la densidad de susceptibles
es menor que un cierto valor critico. De otro lado, si
el valor critico es excedido, entonces un epidemia
ocurrird de una magnitud o severidad suficiente para
reducir la densidad de susceptibles hasta un valor
mas bajo que el nivel critico” &

La version determinista del teorema umbral ha sido
aplicada a un amplio espectro de enfermedades in-
fecto contagiosas, parasitarias y sexualmente trans-
mitidas, a través de la estimacion del ritmo reproduc-
tivo basico de la enfermedad, denotado R, y de la
identificacion de medidas preventivas que pueden
impedir la irrupcién del brote.2%1°

La version estocastica del teorema umbral no ha sido
tan ampliamente utilizada como la version deter-
minista, debido a las dificultades implicitas en su
tratamiento matematico.>® A pesar de esto, el uso del
teorema umbral estocastico es requerido cuando se
estudian pequefios grupos como el analizado en el
presente estudio, cuyos procesos epidémicos estan
sometidos a incertidumbre.

El objetivo de este trabajo fue estimar el ritmo re-

productivo basico en un brote de varicela, aplicar el
teorema umbral estocéstico para estimar la pro-
babilidad de la ocurrencia del brote e identificar
medidas preventivas.

METODOS

Se ilustro la aplicacion del teorema de umbral
estocastico en un brote de varicela reportado en una
guarderia en la que 13 nifios susceptibles entran en
contacto con un Gnico nifio infectado al comienzo
del brote.

El presente estudio hace parte de un seguimiento de la
ocurrencia de seis brotes de varicela en Medellin,
Colombia, en 2001 en donde esta enfermedad represen-
ta el 70% de los casos notificados por vigilancia epide-
miologica.* Se requiri6 la aplicacion de la version
estocéstica del teorema del umbral, dado el reducido
tamafio de la poblacion susceptible. En los cinco bro-
tes restantes, se aplico la version determinista.**

Modelo SIR estocastico

En el modelo SIR se asume que la poblacion esta
conformada por susceptibles (S), infectados (1) y re-
movidos (R). En el tiempo t=0 hay n susceptibles y a
individuos infectantes. Se denota P_(t) la proba-
bilidad que en el tiempo t hayan r susceptibles aln
no infectados y s individuos infectantes en circu-
lacion. La probabilidad de una nueva infeccion en el
tiempo dt se define Brsdt, y la probabilidad de una
remocién es ysdt. Esto implica que el intervalo de
tiempo desde la infeccion de cualquier susceptible
hasta su eventual remocidn tiene una distribucion
exponencial negativa. Se usa la escala de tiempo dada

*Colombia. Ministerio de Salud. Instituto Nacional de Salud. Colombia: Sistema Nacional de Vigilancia en Salud Publica. Varicela. Boletin

Epidemiolégico Semanal. Dic. 22 a 28 de 2002.
**Datos no publicados.
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por =/ La razon entre el ritmo de remocion vy el
ritmo de infeccién y/B=g se denomina ritmo relativo
de remocion mientras que R =n/p es el ritmo repro-
ductivo bésico de la enfermedad. Entonces, el mode-
lo estocastico SIR esta dado por la siguiente ecuacion
diferencial:*

dETF:vs(T):(r+1) -DP,,, ,1(r)-sE +%EP"S(T) T

donde 0<r+s <n+a, 0 <r <n, 0<s <n+a,
con condicion inicial P__(0)=1

Asumiendo que se conoce la solucién de (1), se puede
estimar los valores esperados del nimero de sus-
ceptibles, infectados y removidos en cada instante T,
los cuales son definidos respectivamente como:

E(T)= D P (1) )
s=0 r=0

E(D=2 2 sP () ©)
s=0 r=o0

E(D)=Y > (n*a-s-1)P, (1) (&)
s=0 r=o0

Para valores de n>5, no se tiene manera de manejar
las soluciones explicitas del modelo SIR, salvo via
numérico-grafica.* Sin embargo, sin necesidad de tener
las soluciones completas, se estima el teorema um-
bral y la distribucién de probabilidades para el tamafio
final de la epidemia.

El tamafio final de la epidemia

Dado que la epidemia cesa cuando se agotan los
susceptibles con s=0, entonces la probabilidad
P (R,) de una epidemia de tamafio total w como una
funcion de R sin contar el infectado inicial, es defi-
nida por:*

P,(R)) = lim P (1)

Para obtener P_(R,) explicitamente como una funcion
de R, es necesario solucionar el siguiente sistema de
ecuaciones algebraicas:

(w+a)

(n- w)j! §1+R0§1- %% Pu(Ry)

i
(5)
wzzo (j- w)n! =1

con 0<j <n

Conociendo las P_(R,) se puede calcular el valor es-
perado del tamafio final de la epidemia como funcio-
nes de R . En las peculiaridades de las P (R ) y sus
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momentos estadisticos se manifiestan las caracteris-
ticas del llamado teorema umbral estocastico.

El teorema del umbral estocéastico

El teorema se puede formular del siguiente modo para
la probabilidad de una epidemia de intensidad deno-
tada i en términos de condiciones sobre el ritmo
reproductivo basico R :*

<R [

1-i o H?Ogsw

M2

1 [y

ni
Ro=1 S p =1
w =0

Tal teorema propone dividir el intervalo de variacion
para R, nominalmente (0,), en tres subintervalos a
saber: (0,1), (1, ) ¥ (& ,»). Entonces, en el intervalo
(0,1) de valores de R, la probabilidad de una epide-
mia de severidad igual o menor a i es siempre 1 para
cualquier valor de i, es decir la probabilidad de una
epidemia que exceda cualquier intensidad pre-
asignada es siempre nula, de tal forma que no ocurre
una epidemia, ni grande ni pequefia. Para el intervalo
(i ,00) de valores de R, el teorema umbral estocastico
indica que la probabilidad de una epidemia es apro-
ximadamente 1-(1/R )% para i pequefio. Finalmente
en el intervalo (1, ), el teorema establece que se
presenta una transicién desde la situacién de ausencia
segura de epidemia, incluidas las muy pequefias,
hacia la situacién de epidemia segura o por o menos
de pequefios brotes.

Este teorema proporciona también algunas férmulas

para determinar medidas de control:

1. la cobertura de vacunacion denotada p, que re-
presenta la reduccién de los susceptibles en una
comunidad para lograr que la probabilidad de una
epidemia sea relativamente pequefia de acuerdo
con una tolerancia denotada ¢, es:®

1

Pt e ©)

(1-&)""R,
debe notarse que en el caso determinista con €=0, se
obtiene la formula usual del nivel de vacunacion

1

p=1- R
2. la proporcion de disminucion de la infecciosidad
denotada b, al reducir el contacto efectivo, de tal
modo que no se presente epidemia, cuya formula es:
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b=1- — 1 — )

@ o

3. la formula para la proporcién de aumento de
la remocidn denotada ¢ de modo que no haya
epidemia:

=

c=R,(1- g) ®

Estimacion de R,

Para estimar R, se supone que los datos se refieren a N
grupos, cada uno de los cuales tiene n susceptibles,
ademas del caso indice. Sea a_ el nmero de grupos con
W nuevos casos después del primer caso con o< w <h.

Entonces el ritmo reproductivo basico R puede ser
estimado usando un método de méxima verosimilitud,
gue consiste en construir una funcion de verosimili-
tud que es funcionde P, a y R ; y entonces proceder
a encontrar el valor del parametro R, que maximice
la verosimilitud, es decir encontrar un R, tal que anu-
le la derivada logaritmica de la funcién de verosimi-
litud, la cual es denominada funcion Score(R ). Tal
problema puede ser resuelto graficamente si conoce-
mos los a . Sin embargo, en general no se dispone de
tal cimulo de informacién y entonces es necesario
introducir una serie de simplificaciones razonables
que permitan obtener una forma concreta para la
funcion Score(R)).

Una tal simplificacion razonable consiste en asumir
que los tnicos a_ no nulos son los correspondientes a
eplde_njlas casi completas es decira_,,a , Yy a ..
También se asume que a_,=a_,=a_,=N/3.

Entonces el método de estimacién consiste en re-
solver la ecuacion de recurrencia para las P (R ) y
una vez obtenidas éstas, construir la funcion de
verosimilitud usando la asignacion simplificada
para las a . Teniendo la funcion de verosimilitud, se
construye la funcion Score(R ) y finalmente tra-
zando la grafica de ésta ultima funcion, para R en-
tre 0y n; se puede leer directamente de tal grafica el
valor de R para el cual la curva corta el eje horizon-
tal, el cual corresponde al ritmo reproductivo basi-
co de la enfermedad en estudio.

Aplicacion a un brote de varicela

La informacion sobre el brote de varicela fue obtenida
a través de una encuesta dirigida a padres de los nifios
en centros educativos que notificaron brotes de vari-
cela en Medellin, durante el primer semestre de 2001.
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Se analiz6 la informacién de un grupo de 14 nifios con
13 susceptibles y un infectado al comienzo del brote,
de un total de 16 nifios que asistian a una guarderia.

El procedimiento de estimacion y simulacion reali-

zado fue el siguiente:

1. resolver el sistema de ecuaciones (5) con n=13,
a=1, y obtener la forma explicita de las P (R,)
como funciones de R, en forma simbolica usan-
do Maple® 9;

2. resolver la ecuacion de estimacion Score(R )=0,
usando las P_(R,) previamente obtenidas y apli-
cando la aproximacion de epidemia casi comple-
ta, es decir a ,=a,,=a =N/3 con todos los demas
a, siendo nulos, y con N arbitrario;

3. conel valor de R obtenido se grafica la forma de
la distribucion P _(R;) como una funcion de wy se
obtienen los niveles de control requeridos para
prevenir brotes segun la ecuaciones (6), (7) y (8);

4. con el valor de R se puede resolver numeéricamente
la ecuacion (1) para obtener las graficas de las P, (1)
y también de los valores esperados de susceptibles,
infectados y removidos como funciones de T de
acuerdo con las ecuaciones (2), (3) y (4);

5. se compara el ajuste entre la curva esperada de
removidos con la observada en el brote estudiado.

RESULTADOS

El brote de varicela estudiado fue notificado en la
primera semana de marzo de 2001, en una guarderia
de Medellin, con nifios de nivel socioeconémico
bajo, con un promedio de edad de tres afios y una
razén de una nifia por dos nifios.

De acuerdo con la encuesta, al inicio del brote del
total de 16 nifios, habian 13 susceptibles, dado que
dos nifios ya habian padecido varicela antes de la
fecha de notificacion del brote. Ademas ninguno
habia sido vacunado y se asume la ocurrencia de un
Unico caso infeccioso. El caso indice fue notificado
en la segunda semana de febrero, el cual corresponde
a un unico caso inicial, como fue sugerido en las
suposiciones del modelo. El lapso de tiempo para el
aislamiento de los nifios después de la ocurrencia del
caso indice oscilé en promedio entre 9 y 35 dias, con
una mediana de 21 dias.

La tasa de ataque fue de 61.5% (8/13). El tamafio del
brote observado fue de siete casos, sin incluir el caso
indice, el cual fue confirmado por criterios clinicos y
epidemioldgicos a través de la investigacion epide-
mioldgica de campo.

Asi, para el brote considerado, n=13 con a=1y
a,,=a,,=a, =N/3.
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La Figura 1 muestra la grafica de la funcién
score S(RO) para R entre 0 y n. El valor de
R, para el brote estudiado corresponde con
el valor en el cual la curva de score corta el
eje horizontal. Se observa directamente de
la grafica que tal valor es aproximadamen-
te 2.7 (2.6-2.8).

Con el valor de R =2.7, obtenemos la dis-
tribucion de probabilidades para el tamafio
total de la epidemia (Figura 2), de la cual se
deriva el valor promedio del tamafio de 7.24,
que es cercano al valor observado de siete.

En la Figura 2, la distribucion del tamafio
del brote tiene forma de U, con el patron todo
(epidemia completa o casi-completa) o nada
(brote menor incluida ausencia total de bro-
te), es decir es igual de probable que ocurra
una epidemia casi-completa o que no ocurra
ni siquiera un brote menor. Estos dos extre-
mos con probabilidades ambos de 0.25 para
un total de 0.5 de la probabilidad total 1,
practicamente excluyen de la relevancia a
los estados intermedios entre tales extremos.

Esto también significa que si hubiera N guarderias
de 14 nifios con R =2.7, entonces en la mitad de las
guarderias se presentaria una epidemia casi-comple-
ta'y en la otra mitad solamente se presentarian brotes

menores.

Scan
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Figura 1 - Funcion score para la estimacion de R,. Medellin, Colombia,

2001.

También con el valor R =2.7 se resuelve la ecuacion (1)
numeéricamente y se obtienen los graficos de la evo-
lucién en el tiempo de los valores esperados de
susceptibles, infectados y removidos que la Figura 3

muestra, en donde se ha trazado también la curva obser-
vada de evolucién de los removidos correspondiente al

0,254
N
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Figura 2 - Distribucion del tamario total de la epidemia con R =2,7.

Medellin, Colombia, 2001.

brote considerado, observandose un adecuado
ajuste entre estos. En la figura se puede obser-
var que el nimero esperado de susceptibles
disminuye exponencialmente con el tiempo,
debido a la aparicion de nuevos infectados, lo
cual implica una reduccion en el nimero espe-
rado de susceptibles. Asi, el nimero esperado
de infectados se incrementa hasta un valor ma-
ximo para luego reducirse y obtener un valor
de cero, cuando el brote termina o cuando no
hay mas infectados en circulacion por aisla-
miento de estos. De esta forma, el nimero espe-
rado de removidos por unidad de tiempo se
incrementa hasta un nivel de saturacién que
corresponde con el tamafio total de brote.

Finalmente con el valor de R =2.7, se aplican
las formulas de las medidas preventivas de-
rivadas del teorema umbral, obteniendo los
siguientes resultados: p=0.62; b=0.62y c=1.7.
Es decir para prevenir el brote es necesario
vacunar al 62% de los susceptibles iniciales
o disminuir en 0.62 el pardmetro de contacto
b 0 aumentar en 170% el ritmo de remocion
g o una combinacién apropiada de las tres.
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umbral estocastico y también implican la mo-
dificacion de la forma de la distribucion de
tamarios desde una U hasta una L.

DISCUSION

El método de estimacion de R aqui utiliza-
do, basado en méxima verosimilitud para la
distribucion de probabilidades de tamafios
de epidemia para el modelo epidémico esto-
céstico SIR, ha sido aplicado por otros auto-
res en el caso de grupos muy pequefios, de
méaximo cinco individuos.* La novedad del
presente trabajo es aplicar tal método de esti-
macion de R, para un grupo de mayor tamario
esto es, con 13 susceptibles y un infectado

20 a0 A0 50
Tiempo

Removidos obs.
Removidos esp.

'''''' - Susceptibles esp.
Infectados esp.

B0 inicial. El trabajo implicado es esencialmen-
te computacional, mediante algoritmos que
permiten superar los problemas computacio-
nales y el complejo manejo matematico de
los modelos estocasticos, lo que posible-
mente explica el reducido nimero de trabajos

Figura 3 - NUumero esperado de individuos susceptibles, infectados y

publicados al respecto.

removidos con R =2,7 y comparacion entre casos observados y esperados

por unidad de tiempo (dias). Medellin, Colombia, 2001.

Para apreciar la validez probabilista de la medida de
vacunacion, en la Figura 4 se presenta la distribucion
del tamafio de la epidemia en post-vacunacion con un
inmunizacion del 62% lo que equivale a vacunar 8
nifios de los inicialmente 13 susceptibles y con un R
efectivo de (1-0.62) x 2.7 = 1.026. Se observa
que la figura queda pronunciada hacia la zona
de los menores tamafios de epidemia, asi la
probabilidad de un tamafio nulo es cerca de
0.5 mientras que la probabilidad de una epi-
demia incluso pequefia apenas de tamafio 1
es solamente 0.15 y la de una epidemia com-
pleta es Gnicamente de 0.074.

Tales valores indican que la inmunizacion del

62% es probabilisticamente efectiva con una
efectividad probabilisticade 0.5+0.15=0.65. F
Al comparar la prevacunacion (Figura 2) con

la post-vacunacion (Figura 4) se observa que

la campafia de inmunizacion hace que la
distribucion de tamarfios pase de tener forma

de U a tener forma de L, o sea la vacunacion

hace que la forma bifurque desde una confi-
guracién bimodal de extremos a una confi- _
guracién uni-modal de pequefios brotes. u

.57

044

0.34

Sin embargo, una limitacion de la estimacién

de R, aqui empleada, es que solo se cuenta
con informacion de un grupo de nifios. Britton &
Becker® (2000) utilizaron un método de méaxima ve-
rosimilitud similar para la estimacion de R con varios
grupos aungue de un tamafio maximo de cinco nifios.
Asi, en la aplicacién de este método, seria conveni-

Igualmente para las otras dos medidas preven-
tivas de disminucidn del contacto e incremen-

8]
i+
=5
L

Wy

to de la remocion, se observa que su eficacia es
probabilista ya que derivan de un teorema de

Figura 4 - Distribucion del tamafio total de la epidemia post vacunacion
con un R =1,0. Medellin, Colombia, 2001.
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ente obtener estimaciones de R mas precisas medi-
ante el seguimiento de brotes de varicela en varios
grupos o familias.

Las limitaciones del modelo relacionados con la
clasificacion de los individuos en susceptible, infec-
tado y removido podrian superarse con la determi-
nacion del nivel de susceptibilidad de los nifios a
través de pruebas de laboratorio més que de encuestas,
especialmente en grupos de nifios cuya inmunidad
se encuentra alterada. También tener presente la
efectividad de la vacuna en la estimacion de la co-
bertura de vacunacion directamente calculada del
teorema umbral.®*? Ademas contar con facilidades
para determinar la fecha de aislamiento de cada nifio
infectado y la fecha del diagnosticado, dadas las di-
ficultades para determinar el instante en el cual la
infeccion comienza.

Desde un punto de vista practico, la aplicacion del
teorema umbral estocéstico de Whittle, indica la im-
portancia de estudiar el estado de salud de peque-
fios grupos de escolares, el cual podria ser realizado
por el maestro al comienzo del afio escolar, con la
debida asesoria médica. De acuerdo con el modelo
se podria establecer el nimero minimo de nifios a
vacunar para evitar futuros brotes de varicela. Los
maestros podrian comprender la importancia de
disminuir el contacto estrecho o hacinamiento de
los nifios en la guarderia para reducir la potencial
propagacion de la enfermedad y si un brote comen-
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zara. Los padres y maestros podrian ayudar a con-
trolarlo, facilitando el aislamiento de los nifios que
se sospeche que estan enfermos.

El aislamiento de los casos de varicela es importante,
especialmente en grupos con escaso acceso a la vacu-
nacion como el grupo estudiado, en el que se debid
incrementar en 170% el ritmo de remocion de infecta-
dos. Esta medida es especialmente relevante en nifios
con alteraciones de la inmunidad por desnutricion,
procesos patolégicos o administracion de medicamen-
tos, en quienes la enfermedad puede ser mas severa.®”
Igual consideracion debe tenerse al implementar me-
didas que reduzcan el contacto entre susceptibles e
infectados al iniciarse un brote de varicela.

Si bien tales medidas son tedricamente validas y
factibles de formular con el modelo, pueden tener
dificultad en su aplicacidn, no so6lo por circunstancias
de orden practico, como son las limitaciones al acceso
a lavacunacion en poblacion marginada, sino también
por la incertidumbre del proceso epidémico en gru-
pos de nifios pequefios, lo cual se ilustra con el mo-
delo estocéstico.

Ante tal incertidumbre es indispensable el estudio del
estado de salud de los nifios previo a la ocurrencia del
brote, asi como el seguimiento estrecho del proceso
epidémico, con el fin de implementar medidas de pre-
vencion y control en forma oportuna, acorde con el
patrén observado en la fase inicial del brote.
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