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RESUMEN

Objetivo Estimar el comportamiento de la infeccion por COVID-19 en Colombia
mediante modelos matematicos.

Métodos Se construyeron dos modelos matematicos para estimar los casos confirma-
dos importados y los casos confirmados relacionados de la infeccién por COVID-19 en
Colombia, respectivamente. La fenomenologia de los casos confirmados importados
es modelada con una funcion sigmoidal, mientras que los casos confirmados relacio-
nados son modelados mediante una combinacién de funciones exponenciales y fun-
ciones algebraicas polinomiales. Se utilizan algoritmos de ajuste basados en métodos
de minimos cuadrados y métodos de busqueda directa para la determinacion de los
parametros de los modelos.

Resultados El modelo sigmodial realiza una estimacion altamente convergente de los
datos reportados, al 28 de mayo de 2020, de los casos confirmados importados de
infeccion por COVID-19. El modelo muestra un error de prediccion de 0,5%, que se
mide usando la raiz del error cuadratico medio normalizado. El modelo para los casos
confirmados reportados como relacionados muestra un error en la prediccion del 3,5 %
y un sesgo bajo del -0,01 asociado a la sobrestimacion.

Conclusiones El presente trabajo evidencia que los modelos matematicos permiten
eficaz y efectivamente predecir el comportamiento de la infeccién por COVID-19 en
Colombia cuando los casos importados y los casos relacionados de infeccion son con-
sideradores de manera independiente.

Palabras Clave: Infecciones por coronavirus; COVID-19; modelos predictivos (source:
MeSH, NLM).

ABSTRACT

Objective To estimate the COVID-19 infection behavior in Colombia using mathema-
tical models.

Methods Two mathematical models were constructed to estimate imported confirmed
cases and related confirmed cases of COVID-19 infection in Colombia, respectively.
The phenomenology of imported confirmed cases is modeled with sigmoidal function,
while related confirmed cases are modeled using a combination of exponential func-
tions and polynomial algebraic functions. The fitting algorithms based on least squa-
res methods and direct search methods are used to determine the parameters of the
models.

Results The sigmodial model performs a highly convergent estimation of the reported
confirmed cases of COVID-19 infection to May 28, 2020. This model achieved a predic-
tion error of 0.5 % measured using the normalized root mean square error. The model
of the confirmed cases reported as related shows a 3.5 % prediction error and a low
bias of -0.01 associated with overestimation.

Conclusions This work shows that the mathematical models allow to predict the beha-
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vior of the infection efficiently and effectively by COVID 19 in Colombia when the imported cases and the related cases

of infection are independently considered.

Key Words: Coronavirus infections; COVID-19 pandemic; forecasting (fuente: DeCS, BIREME).

1 uso de modelos matematico-computacionales

para proyectar cémo se desarrolla el comporta-

miento de la infeccién por covip-19, qué niveles
de infeccién puede alcanzar y en qué periodo de tiempo
se va a desarrollar desempena un papel fundamental para
el control de la infeccién, el uso éptimo de recursos y ser-
vicios en el sector salud, y la reapertura de la vida diaria
normal de los ciudadanos (1,2).

Entre los primeros modelos desarrollados para el
CcoVID-19 se presentan modelos fenomenolégicos basa-
dos en comportamientos epidémicos de otras enfermeda-
des, los cuales pretendian obtener y valorar las proyeccio-
nes de los casos confirmados reportados a corto plazo, los
cuales alcanzan un buen ajuste visual a la curva epidémi-
ca (3). Ademds, se han propuesto modelos de tipo SIR 0
SEIR (4,5), que dividen a los individuos en cuatro clases
de infeccién: susceptibles, expuestos (pero atn no infec-
tados), infectados y recuperados (aislados, recuperados o
que ya no son infecciosos). Estos modelos han permitido
conocer la dindmica de la infeccidn y sus caracteristicas.
No obstante, en paises suramericanos con problemas la-
tentes de migracién descontrolada pueden modificarse
considerablemente las hipdtesis iniciales de este tipo de
modelos (6). Por otro lado, el criterio de recuperados pro-
puesto por organizaciones internacionales de salud puede
modificar altamente las estadisticas de cada pais (7). En
la literatura también se encuentran reportes de modelos
SEIR que incorporan componentes estocdsticos que, al
analizar datos sobre casos de enfermedad por covip-19
en ciertas regiones del mundo, permitieron estimar coémo
la transmision habia variado en el tiempo durante enero y
febrero de 2020 (8).

En este articulo se propone la construccién de mode-
los matematicos para estimar los casos de infeccién por
coviD-19 en Colombia. Los supuestos generales conside-
rados para el desarrollo de los modelos son los siguientes:

* El modelo fue construido a partir de las series de tiempo
de casos confirmados de infeccién por covip-19 repor-
tadas por el Ministerio de Tecnologias de la Informacién
y las Comunicaciones de Colombia para el periodo del 6
de marzo de 2020 al 28 de mayo de 2020 (9).

Los casos importados se refieren a pacientes que in-
gresaron a Colombia después de venir de un pais con
circulacién de covibD-19, mientras que los casos rela-
cionados corresponden a pacientes que tuvieron con-
tacto con las personas infectadas en el pais.
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* Los casos confirmados de infeccién por covibp-19 re-
portados como casos importados presentan un com-
portamiento sigmoidal (10).

Los casos confirmados de infeccién por covibp-19 re-
portados como casos relacionados presentan un creci-
miento exponencial inicial asociado a un brote no con-
trolado de la infeccién (11,12).

Los casos confirmados relacionados de infeccién por
covID-19 son proyectados, adicionalmente, a través
de una funcién algebraica polinomial ctibica (13).

METODOS

El trabajo se orienté al desarrollo de dos modelos mate-
maticos para la proyeccién de los casos confirmados por
infeccién de covip-19 en Colombia, uno para los casos
confirmados importados y otro para los casos confirmados
relacionados.

Modelo para los casos importados

Los modelos sigmodales fundamentan la fase de creci-
miento de una curva epidémica estimada por un modelo
SIR (14,15). Tal modelo sigmodal describe una poblacién
que crece meramente de manera exponencial, que luego
es ajustada por la no linealidad cuadratica, lo que pro-
duce una curva de crecimiento con una concavidad (jo-
roba) cuya inclinacién se ajusta a medida que se frena
la infeccién. En este sentido, los casos de infecciéon por
CcoVID 19 reportados como importados se modelaron en
este trabajo con este tipo de funciones debido a que dis-
minuyeron por medidas como el cierre de las fronteras
y la operacién restringida en los aeropuertos nacionales
(16). Se considera la funcién Gompertz como estructura
del modelo sigmoidal:

A~ _p—b(x;—c
91, = ae-e

En la cual x, representa el instante de tiempo i-esimo
de la serie de tiempo considerada;’y, corresponde al valor
estimado del caso en el instante i. Los pardmetros a, b y
¢ son los obtenidos al ajustar la funcién de Gompertz al
conjunto de datos considerados para tal ajuste.

El inicio de la infeccién en Colombia fue reportado el 6
de marzo de 2020 con el primer caso importado. La serie
de tiempo considerada para construir el modelo de ca-
sos importados corresponde al periodo del 6 de marzo de
2020 al 28 de mayo de 2020 y se tomd de la base de datos
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de casos positivos de covibD-19 en Colombia, solo para
los casos importados (9). Tales datos se dividieron en
dos conjuntos, uno denominado conjunto de ajuste y otro,
conjunto de estimacién. El conjunto de ajuste consideré los
casos reportados entre el 6 de marzo de 2020 y el 6 de
mayo de 2020. Estos se usaron para encontrar los valo-
res de los parametros a, b y ¢ de la funcién de Gompertz,
y permitieron que la sigmoide se ajustara a los datos en
ese conjunto. El proceso de ajuste se realizé usando el
algoritmo simplex de Nelder-Mead, el cual implementa
un método de busqueda directa que no incorpora algin
gradiente analitico complejo en sus calculos (17).

Por su parte, el conjunto de estimacién considera los
casos reportados para el periodo del 7 de mayo de 2020 al
28 de mayo de 2020, y el mismo es utilizado para valorar
el desempefo del modelo sigmoidal obtenido al aplicar
el algoritmo simplex de Nelder-Mead. En este sentido,
los valores estimados con el modelo de casos importados
para el conjunto de estimacién fueron comparados con los
valores reales mediante la raiz del error cuadratico medio
normalizado (NRMSE).

Modelo para casos relacionados

El modelo para predecir los casos confirmados relaciona-
dos por infeccién de covip-19 en Colombia se realiza
en dos etapas. Inicialmente, se construye un modelo poli-
nomial a partir de la serie de datos de casos relacionados
entre 11 de marzo de 2020y el 6 de mayo de 2020. Para el
11 de marzo de 2020 se reporta el primer caso confirmado
relacionado. Con base en que las funciones polinomiales
ctibicas se curvan hacia arriba hasta un determinado valor
de su variable independiente y en que a partir de ese valor
se curvan en el sentido opuesto, se escoge un polinomio
de orden tres como modelo polinomial:

911% . P3xi3 + sziz + p1x; + Do,

En el cual p,p,p,.p, son constantes y corresponden
con los coeficientes del polinomio. Los valores constantes
de los coeficientes se calculan al obtener la solucién del
sistema lineal de ecuaciones sobredeterminado, Xp=y,
definido por

1 x x5 x3]Po Yo
1 x %2 xf [P |0
N L L :

1 x, x2 x31'Ps 'm

En el cual y, denota los casos confirmados relaciona-
dos y x, los instantes de la serie de tiempo. La solucién
numérica a este problema de optimizacién, debido a que
la matriz X no posee inversa, se realizé por medio de mi-
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nimos cuadrados mediante el uso del concepto de matriz
pseudoinversa (18).

Una vez se obtuvo el modelo polinomial de tercer or-
den, como segunda etapa en la construcciéon del modelo
matematico para prediccién de los casos confirmados re-
lacionados por infeccién de covip-19 en Colombia, se
incorpor6 al modelo polinomial un componente exponen-
cial encargado tanto de establecer el crecimiento inicial
de la infeccién asociada al brote no controlado como de
ajustar la inclinacién de la curva a medida que se frena la
infeccidn, de la forma

02

9z, ke'xi _je—hx,-

en la cual los pardmetros h, j, k y | se encargaron de con-
trolar el comportamiento de la componente exponencial.

Los valores de los parametros h, j, k y [ se obtuvieron
al ajustar el modelo matematico considerando ambas
componentes, polinomial y exponencial, con el algorit-
mo simplex de Nelder-Mead. El algoritmo ajustd solo
la componente exponencial, ya que la optimizacién por
minimos cuadros ha permitido previamente ajustar la
componente polinomial.

Desempeifio de los modelos matematicos

Los conjuntos de datos de casos confirmados importa-
dos y relacionados, denotados en cualquiera de los casos
por y, y los datos obtenidos del modelo predictivo de-
notados por y, para toda i=1:m fueron comparados con
el objetivo de valorar la confiabilidad de la estimacién
obtenida con el modelo numérico propuesto a través de
la raiz del error cuadritico medio normalizado (NRM-
SE). Para el calculo del NRMSE se consider¢ la siguiente
formulacién robusta (19):

NRMSE? = SI? + BC?

BC = NBI %
NBI = @
o oy U =%
m
SIZ = }_%Zayz

en la cual s1 es el indice de dispersién de los datos; BcC,
el componente de sesgo del NRMSE proporcional al valor
de sesgo normalizado (NBI); y, la media aritmética del
conjunto de datos de casos confirmados; y, la edia arit-
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mética del conjunto de datos estimados; ¢ 2, la varianza
del conjunto de datos de casos confirmados, y sc, el com-
ponente de dispersiéon del NRMSE.

RESULTADOS

Proyecciones del modelo para los casos importados
El modelo sigmodial, denotado por j,; obtenido al ajustar
la funcién de Gompertz a los casos importados reportados
entre el 6 de marzo de y el 6 de mayo de 2020, mediante
el método considerado por el algoritmo de Nelder-Mead,
se muestra a continuacién:

—o,1(xi—25,4)

9, = 846e~

Los valores de los pardmetros del modelo fueron re-
portados con un tnico digito decimal. No obstante, es
importante sefialar que la precisién numérica utilizada
para la cuantificacién de los resultados mostrados en esta
seccién es de 14 digitos decimales.

El modelo sigmoidal previamente presentado fue usa-
do para predecir el comportamiento de la infeccién por
COVID-19 en Colombia, en cuanto a casos importados,
entre el 7 de mayo y el 28 de mayo de 2020.

La Figura 1 muestra la gréfica asociada con los casos
confirmados importados reportados, en lineas punteadas,
y ademas muestra, en linea sdlida, los valores aproximados
por el modelo sigmoidal al conjunto de ajuste, y los proyec-
tados en el periodo de tiempo de conjunto de estimacion.

Figura 1. Casos importados de infeccion por COVID-19 en Colombia reales y estimados
por el modelo sigmoidal
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La Tabla 1 muestra los resultados obtenidos al cuantifi-
car el desempefo del modelo sigmodial como funcién de
ajuste y como funcién de estimacion. El desempefio se mide
usando el NRMSE y la componente de sesgo del NRMSE.

Tabla 1. Desempefio del modelo sigmoidal en el ajuste y
La prediccion de casos importados de infeccion por
COVID-19 en Colombia

Modelo sigmoidal Ajuste Prediccion
NRMSE (%) 2,7 0,5
BC 0,0 0,0

Proyecciones del modelo para los casos relacionados
La primera componente del modelo para los casos re-
lacionados se obtiene mediante el ajuste por minimos

28/05/20

m—— Cas0s estimados
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cuadrados, que permite resolver el sistema lineal sobre-
dimensionado sefialado. Tal proceso genera el siguiente
polinomio:

Pk, = 0,03x7 — 0,4x7 + 1,2x; + 0.7

La segunda componente asociada al comportamiento
exponencial supuesto para el modelo, se obtiene ajustan-
do los casos confirmados relacionados en el conjunto de
ajuste (datos entre 11 de marzo de 2020 y el 6 de mayo
de 2020), mediante el algoritmo simplex de Nelder-Mead
aplicado a la funcién:

Ir, = Fh, + 9, = 0,03x3 — 0,4x2 + 1,2x + 0,7 + ke'*i — je "=
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Lo cual indica que el ajuste se realiza Gnicamente para la
funcién y2,. La componente exponencial del modelo resulta:
y\}zzi . 0’0590,1xi - 48_0'03xi

Por lo que el modelo para los casos confirmados re-
lacionados por infeccién de covibp-19 en Colombia sera

Pr; = 0,03x3 — 0,4x% + 1,2x + 0,7 + 0,05¢%1%i — 4¢~003%

El modelo es entonces aplicado para predecir el com-
portamiento de la infeccién asociado a casos relacionados
en el cojunto de estimacién (datos entre el o7 de mayo
de 2020y el 28 de mayo de 2020). La grafica asociada de
los casos confirmados relacionados reportados, en lineas
punteadas, y la grafica de los valores aproximados por el
modelo de casos relacionados, en linea sélida, se presen-
tan en la Figura 2.

Figura 2. Casos relacionados de infeccion por COVID-19 en Colombia reales y
estimados por el modelo
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El desempefio del modelo para casos relacionados que
se midi6 usando el NRMSE y la componente de sesgo del
NRMSE se observa en la Tabla 2

Tabla 2. Desempeiio del modelo para casos
relacionados de infeccion por COVID-19 en Colombia

Modelol Ajuste Prediccion
NRMSE (%) 3,2 3,5
BC 0,0 -0,0

DISCUSION

Con base en los datos disponibles hasta el 28 de mayo de
2020, se puede comprobar que la cantidad de casos confir-
mados importados de la infeccién por covip-19 utilizando
el modelo sigmoidal ya ha alcanzado la fase de transicién
a su estado estacionario. El modelo sigmoidal analizado
mediante las medidas de desempefio consideradas en el
periodo de tiempo considerado para su ajuste alcanza un
NMRSE del 2,7% y la componente de sesgo es valorada en

19/04/20
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0,003; tedricamente se establece que valores cercanos a
cero de estas mediadas valoran una buena aproximacion.

Al analizar el modelo sigmoidal como modelo predicti-
vo para los casos confirmados importados, se observa en
la Tabla 1 que el error de prediccién expresado en térmi-
nos del NRMSE es del 0,5 % y que el sesgo sigue cuan-
tificindose como positivo, con un valor de 0,003. Es im-
portante, en este momento, sefialar que valores positivos
del sesgo indican que no hay sobreestimacion, lo cual es
bien importante para la prediccién de casos confirmados
importados, ya que la cantidad de ellos debe permanecer
estable, debido a que la pandemia se encuentra (en ese
momento) en estado estacionario para este tipo de casos,
lo cual se debe a las medidas de confinamiento estableci-
das por el Estado colombiano.

En cuanto al modelo exponencial-polinomial desarro-
llado para estimar el comportamiento de los casos confir-
mados relacionados por infeccién de covip-19 en Colom-
bia, se observd, al usar el mismo como modelo de ajuste
para el conjunto de ajuste, que el error de aproximacién
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con base en el NRMSE es del 3,2 %; ademas, se verificd en
este periodo de tiempo una componente de sesgo positiva
de 0,003. Para estos valores, el modelo para casos confir-
mados relacionados por infeccién de covip-19 en Colom-
bia se desempefia como un buen modelo aproximador.

Cuando el modelo se usé para predecir los casos con-
firmados relacionados en el periodo de tiempo compren-
dido entre el 7 de mayo de 2020y el 28 de mayo de 2020,
el error de prediccién alcanzado fue de 3,5 %, mientras
que el sesgo es negativo pequefio (-0,01). El error de pre-
diccién fue bajo, lo cual demostré que el modelo es util en
la prediccién de los casos confirmados relacionados en la
pandemia. No obstante, el sesgo negativo indic6 que este
modelo exponencial-polinomial tiende a la sobreestima-
cién de los casos, fundamentalmente al final del periodo
de tiempo considerado en el conjunto de estimacién, lo
cual no es del todo perjudicial, basicamente por el com-
portamiento que la infeccién tuvo en los dltimos 3 dias
(25 de mayo de 2020 al 28 de mayo de 2020), periodo
en el cual se evidenci6 un crecimiento sostenido de mds
1000 casos confirmados diariamente.

Para ambos modelos, a saber, modelo sigmoidal y mo-
delo exponencial-polinomial, los valores pequefios de los
indicadores de error generalizados NRMSE y BC, estin aso-
ciados con rendimientos de un modelo numérico que re-
produce el comportamiento de la infeccién por coviDp-19
en Colombia, para los casos confirmados importados y los
casos confirmados relaciones, respectivamente.

El modelo sigmoidal es un modelo fenomenoldgico que
se ajusta muy bien al conjunto de datos asociados a los
casos confirmados importados. En consecuencia, sus pro-
yecciones capturan de forma confiable la dindmica de la in-
feccién por covip-19. A partir de este modelo, se verifica
que las proyecciones diarias de la cantidad de casos confir-
mados importados comienzan a converger, lo cual estable-
ce que la infeccidn esta bajo control para casos importados.

Por su parte, el modelo exponencial-polinomial construi-
do para los casos confirmados relacionados muestra que la
aproximacion y la prediccion realizadas en este trabajo es-
timan el valor del nimero acumulado de casos reportados
por el Estado colombiano con un error pequefio. El creci-
miento sostenido que predice el modelo de casos confirma-
dos relacionados comprueba que las medidas de confina-
miento impuestas por el Gobierno de Colombia no han sido
lo suficientemente efectivas para mitigar la infeccién.

Como trabajo futuro, se sugiere aplicar ambos mode-
los de estimacién para proyectar el comportamiento de
la epidemia en cada uno de los departamentos colombia-
nos. Adicionalmente, se considera importante desarrollar
modelos estocasticos para predecir el comportamiento
de la infeccién por covip-19 en Colombia: por ejemplo,
funciones de regresién construidas sobre la base de datos
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de entrenamiento para estimar valores numéricos usan-
do operadores inteligentes basados en redes neurales,
maquinas de soporte vectorial, aprendizaje profundo o
aprendizaje extremo 4
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