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RESUMEN

El dengue es una enfermedad viral común en zonas tropicales y subtropicales trans-
mitida por mosquitos del género Aedes. El virus es transmitido a los humanos por la
picadura de un mosquito hembra infectado. Ya que no existen vacunas que protejan
contra la infección, el control de la enfermedad se hace controlando la población
adulta o inmadura del mosquito. En este trabajo se modela la dinámica de crecimien-
to del mosquito sometido a control adulticida y con resistencia al químico. Se hace el
análisis del modelo mediante análisis clásico de estabilidad local de sistemas diná-
micos, lo que permite determinar el umbral de crecimiento del mosquito y a partir de
éste establecer una estrategia adecuada de control químico. Se incluye la simulación
numérica para diferentes escenarios con el fin de evaluar si hay diferencias en el
comportamiento del sistema cuando la resistencia está presente y cuando no lo está.

Palabras Clave: Modelos matemáticos, Dengue, control de vectores (fuente: DeCS,
BIREME).

ABSTRACT

Dengue fever is a common vector-borne disease in tropical and subtropical areas. It is
transmitted to humans by the bite of an infected female Aedes mosquito. Since no
vaccines are currently available which can protect against infection, disease control
relies on controlling the mosquito population. This work was aimed at modelling such
mosquito’s population dynamics regarding chemical control of the adult population
and its acquired resistance to chemicals. The model was analysed by using classical
dynamic system theory techniques and mosquito growth threshold was determined
as this establishes when a particular population may prosper in the environment or
when it is likely to disappear. A suitable chemical control strategy was developed from
such threshold. Simulations were made in control and non-control scenarios; this
determined the degree of control application effectiveness against different levels of
acquired resistance.

Key Words: Mathematical model, dengue, vector control (source: MeSH, NLM).
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El dengue es actualmente una de las enfermedades que afectan al
hombre y constituye un severo problema de salud pública en el mundo,
especialmente en zonas tropicales y subtropicales donde las condiciones

del medio ambiente favorecen el desarrollo y la proliferación del Aedes aegypti,
el cual es el principal mosquito vector. El agente causal es un virus de la familia
Flaviviridae: arbovirus (arthropod-borne);  se  reconocen  por  variación  de  la
proteína E, 4 tipos antigénicos llamados DEN-1, DEN-2, DEN-3 o DEN-4, los
cuales son transmitidos a los humanos por la picadura de un mosquito infectado
(1).

El mosquito presenta los siguientes estados de desarrollo: huevos, larvas, pu-
pas, (fase acuática) y finalmente mosquitos maduros (fase aérea). Este proceso
lo lleva a cabo en ambientes adecuados para su desarrollo y proliferación de la
población (2,3).

Las entidades de salud pública del mundo se han puesto en la tarea de disminuir
la incidencia del dengue, para ello recurren a varios tipos de controles, ya sea de
manera manual o por la utilización de insecticidas. Mediante el primer método se
pueden destruir los criaderos, método que depende de la participación de la
población humana, mientras que el uso de los insecticidas ha tenido mayor éxito
en controlar el vector. Pero con el paso del tiempo, los vectores adquieren
resistencia a estos químicos (de generación en generación), volviéndose más
resistentes y constituyendo una limitante importante para su control.

En cuanto al modelado del dengue y el mosquito transmisor se encuentran
trabajos sobre: la transmisión vertical en el mosquito, la dinámica de transmisión
espacio-temporal, la dinámica de transmisión de los diferentes serotipos del virus,
la influencia del clima en la ocurrencia del dengue, la dinámica de estructura
poblacional, etc1. (4-8). Particularmente, el modelado sobre el  control del mos-
quito se ha hecho utilizando el efecto de adulticidas y larvicidas en las tasas de
mortalidad constantes (9-11); mediante control de los criaderos (12) y aplicando
el principio del máximo de Pontryagin2 (13-15), entre otras.

1 Ruiz J. Modelo estocástico de transmisión del dengue en poblaciones estructuradas. Tesis Doctoral,
Doctorado en Ciencias, área: Biotecnología. Universidad de Colima. Biblioteca Central. Tecomán, Colima,
México. 2004.
2 Muñoz A. Modelado matemático del dengue clásico. Tesis doctoral, Doctorado en Ciencias Matemáticas,
Facultad de Ciencias Físico-Matemáticas (FCFM). Benemérita Universidad Autónoma de Puebla (BUAP).
Biblioteca de la FCFM-BUAP. Puebla, México, 2007.
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El modelo

El modelo considera una población de mosquitos dividida en dos estados, uno
correspondiente a los mosquitos adultos en cualquier tiempo t, denotado con
x(t) y otro correspondiente a los mosquitos inmaduros (huevos, larvas y pu-
pas) en cualquier tiempo t, denotado con y(t). Se aplica control químico sobre
la población adulta del mosquito (control adulticida).

El crecimiento de la población de mosquitos adultos está descrito por el
término f y, donde y  describe la proporción de mosquitos que alcanzan la
madurez y f es  la  fracción  de  éstos  mosquitos  que  no  son  resistentes  al
control químico aplicado; de manera que el mosquito adulto muere por causas
ajenas al control a una tasa e y por efecto del control u.  De este  modo la
ecuación diferencial que describe la variación en el tiempo de la población de
mosquitos adultos es,

La variación de la población de mosquitos inmaduros en el tiempo se
desarrolla siguiendo una ley logística con una tasa de crecimiento t   y
con capacidad de carga k, la población de mosquitos inmaduros mueren a
una tasa natural , y madura a una tasa , de este modo el término y
representa el número promedio de individuos que mueren por causas natu-
rales y el término y  es el número promedio de individuos que pasa al
estado adulto. La ecuación diferencial que describe la población de mosqui-
tos inmaduros es,

donde g es la fracción de mosquitos inmaduros que no tienen resistencia al
químico. El sistema completo es:

   [1]

con f,  g,  k > 0 ;   f,g,u 

dx
dt f y - x - ux

      ydt g x 1 -dy y
k

x - f y - +u)x
y - g x -       1 - y

k
y

.
.
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Umbral de crecimiento del mosquito
Para  constante y el control u= 0, encontramos las soluciones estacionarias
haciendo         y             en el sistema  [1], con lo  que se tiene que el

equilibrio trivial es,
(x0,y0)=(0,0)

Este equilibrio corresponde a la ausencia de poblaciones en el medio. Por
otro lado, el equilibrio no trivial está dado por,

(x1,y1) = 

donde           y corresponde al equilibrio en presencia de las pobla-

ciones. La cantidad  es el umbral de crecimiento del mosquito; en efecto, si
 , el único punto de equilibrio con sentido biológico es el trivial, lo que

implica la extinción de la especie. La solución de coexistencia tiene sentido
biológico si  .

El análisis de estabilidad local de los equilibrios conduce al siguiente resultado:

Teorema 1. El equilibrio trivial del sistema [1] es local asintóticamente estable
cuando  . Cuando  , el equilibrio trivial es inestable y el equilibrio no
trivial es local asintóticamente estable, cuando   , el equilibrio trivial es
no hiperbólico.

Demostración. La matriz jacobiana del sistema [1] en el equilibrio trivial
es:

Utilizando el criterio traza–determinante se tiene que Tr(J0)= -( u
y det(J0) = u  por lo tanto el determinante es mayor que cero
si  y lo que lo hace ser asintóticamente estable. Si   es inestable. Cuando

 el determinante es cero por lo tanto el equilibrio trivial es no hiperbólico.

dt
dx

dt
dy

_ u)
g

  f

( )J0(x
0,y0)=

f k
( u)

  k

gf

( u)
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Para la solución no trivial se utiliza nuevamente el criterio traza–determinante.
La matriz jacobiana es:

De donde se tiene que la traza está dada por Tr(J1)= -( u  , y
el determinante por det(J1) = u    por lo tanto el determinante
es mayor que cero si  con lo que el equilibrio no trivial es asintóticamente
estable. Si   es inestable y cuando  el equilibrio no trivial colapsa en
el origen con el equilibrio trivial; en este caso el determinante es cero por lo
tanto es no hiperbólico.

Debe entenderse entonces como una estrategia efectiva de control aquella
que garantice que , lo que garantiza el control de la población de mosqui-
tos. Para establecer esta estrategia basta determinar u de  tal  manera  que

 . Despejando u de

se obtiene,

Este resultado, llamado criterio de control químico se resume en la siguiente
proposición.

Proposición. Dado el sistema [1], el control u que garantiza que x(t) y y(t)
tiendan a cero cuando t crece está dado por

   [2]

La expresión [2] permite determinar el valor adecuado u para controlar la
población de mosquitos no resistentes, siempre que se conozcan los valores
de los parámetros y las fracciones de mosquitos adultos e inmaduros que no
adquieren resistencia al químico.

_

gf
u _

_

_
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Simulación numérica sin control

La simulación del modelo se hizo utilizando el programa MATLAB. Los
valores de los parámetros se muestran en la Tabla 1 y corresponden a valores
extraídos de la literatura (13).

Tabla 1.  Significado y valores asignados a las variables y a los parámetros

Combinaciones

El análisis numérico se hizo teniendo en cuenta el comportamiento de las
poblaciones x(t) y y(t) en un periodo de dos años y siguiendo una tasa de
ovoposición de los mosquitos maduros constante y con los parámetros usados
por Caetano (13).

La Figura 1 muestra que cuando no se aplica control, la población de
mosquitos  crece  hasta  niveles  altos.  En  las  gráficas  a  y  b  se  muestra  el
comportamiento de las dos poblaciones si se considera que la tasa de
crecimiento  es constante. Por otro lado, en las gráficas c y d se muestra el
comportamiento de las poblaciones cuando se asume una función periódica,

(t)= (1 - sin ( t -    [3]

con  0,08, y . Esta función fue propuesta por
Caetano en (13) para describir el crecimiento de la población de mosquitos,
considerando  la influencia de los cambios estacionales.

Es importante ver que las oscilaciones que se observan en las graficas c
y  d  de  la  Figura  1,  representan  la  respuesta  de  las  poblaciones  a  la
estacionalidad considerada en la función [3]; sin embargo, el comportamiento
en ambos casos es cualitativamente equivalente.

52
2
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Figura 1. Gráfica de las funciones x t  y  y t  sin incluir control ni resistencia. Las
gráficas a y b consideran  constante y las gráficas c y d consideran la función [2]

Simulación con control

Si se considera que los mosquitos no adquieren resistencia al químico, es
decir que f =1 y g = 1, se tiene por la expresión [2] que u . Con esta
consideración se hace la simulación de la Figura 2, en la cual se observa
como efectivamente, el control aplicado es efectivo en la reducción de la
población de mosquitos.

Considerar que las poblaciones adquieren cierto grado de resistencia, de
manera que  f =  0.7   y   g = 0.7, implica que la población de mosquitos no
resistentes es menor. En este caso u , da resultados muy semejantes
a los que se muestran en la Figura 2. Sin embargo se aplicara un control un
poco más alto, por ejemplo  u   se tendría que la población de mosquitos
es controlada más rápidamente, como puede verse en la Figura 3.

Es importante observar que el aumento de adquisición de resistencia
(reducción en los valores de f y g) implica que las poblaciones no resistentes
son más fáciles de controlar y por tal motivo, se reduce el valor de  requerido
para este fin.

_

_

_
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Conclusiones

Mientras no haya control químico las poblaciones de mosquitos tendrán un
crecimiento alto y posiblemente dará paso a epidemias, ya que la enfermedad es
transmitida por el mosquito maduro, es recomendable utilizar estrategias de con-
trol químico para reducir el crecimiento de los mosquitos y de manera indirecta
los costos del tratamiento de la enfermedad.

Figura 2. Gráfica de las funciones x t  y y t  y con control pero sin resistencia.
Las graficas a y b consideran  constante y las gráficas c y d consideran la

función [2]. El valor del control es establecido con la condición [3]

Figura 3. Funciones x t  y y t  y con control y con resistencia. Las graficas a y
b consideran  constante y las  gráficas c y d consideran la función [2] El valor

del control utilizado es superior al que impone la condición [3]
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Es claro que el umbral de crecimiento está sujeto a los parámetros y variables
del modelo, por lo que es importante contar con una clara determinación de estos
parámetros, con el fin que el modelo sea aplicable en situaciones específicas.

Es sabido que aumentar la aplicación de control químico, aumenta la resistencia
del mosquito, y como se ha visto esto hace que sea más fácil reducir las poblaciones
no resistentes, es decir, se hace necesaria una menor inversión en químicos. Este
hecho no es nada alentador, porque implica que las poblaciones de mosquitos se
están haciendo resistentes y no es posible controlarlas por este mecanismo. En
resumen, el control químico, tan efectivo como parece, pierde paulatinamente su
efectividad y hace que sea necesario encontrar otros mecanismos de control que
no dependan de la resistencia al químico que tenga el mosquito 
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